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Resumo

Espelhos planos podem ser adequadamente dispostos em formas angulares de modo a fornecer repetição perfeita de imagens, constituindo-se nos chamados "caleidoscópios educacionais". Estes podem ser formados com dois, três, quatro, cinco e seis espelhos planos articulados, alguns perpendiculares a um plano e outros colocados de modo oblíquo.  

Através desses caleidoscópios e de bases adequadamente construídas pode-se visualizar tesselações planas, esféricas, poliedros e outras representações de objetos geométricos, contudo diante de todas essas possibilidades de uso faz se necessário uma atenção ás limitações do uso desses instrumentos no ensino-aprendizagem de geometria.

 O objetivo deste trabalho é apresentar esse instrumento, o qual possibilita uma abordagem visual ao estudo de alguns conceitos e temas da geometria, e, além disso, fazer uma discussão superficial sobre os prós e os contras da visualização em geometria. 

Caleidoscópios Planos

Vários pesquisadores têm sugerido e recomendados o uso de espelhos no ensino-aprendizagem de geometria. Podemos citar Alspaugh (1972), Ball & Coxeter (1987), Daffer & Clemens (1977), Walter (1981) e Murari (1999), Martins (2002), Almeida (2002), entre outros. 

Um conjunto de espelhos é denominado "caleidoscópio" se possibilitar a obtenção repetida e perfeita de imagens, conforme Alspaugh (1972). 

O caleidoscópio comum é formado por dois espelhos articulados formando um ângulo que pode variar.  Para um ângulo 
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 a reflexão fornece 2.n-1 (n inteiro) imagens refletidas.
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Colocando mais um espelho temos o que chamamos de caleidoscópio com três espelhos, conseqüentemente teremos três ângulos formados entre os espelhos, são eles: 
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, onde l, m e n são quocientes inteiros de 180o pelos ângulos 
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 do caleidoscópio. Para satisfazer a condição de ser um caleidoscópio Ball & Coxeter (1987) mostram que a terna de ângulos entre os espelhos deve ser (60o, 60o, 60o), (90o, 45o, 45o) e (90o, 60o, 30o). Essa descoberta está fincada na idéia que a soma dos ângulos internos de um triângulo deve ser igual a 
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, isso implica que 
[image: image7.wmf]l

p

+ 
[image: image8.wmf]m

p

+
[image: image9.wmf]n

p

= 
[image: image10.wmf]p

, (onde l, m e n são divisores inteiros de 360º) o que resulta na equação 
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, donde emergem as soluções: 3, 3, 3; 2, 4, 4; e 2, 3, 6, as quais dão legitimidade aos três caleidoscópios ditos anteriormente, o eqüilátero (60o, 60o, 60o), o escaleno (90o, 60o, 30o) e o isóscele (90o, 45o, 45o). Nesses caleidoscópios o número de imagens é infinito.
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A figura mostra um caleidoscópio isóscele retângulo, com o visual caleidoscópico da pavimentação 1-uniforme (4, 4, 4, 4) obtido através da base ao seu lado. 

Para quatro ou mais espelhos articulados Barbosa e Murari (1998) provam que não é possível se obter a coincidência de todas as imagens nesses caleidoscópios, pois as soluções inteiras para a equação 
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       (essa equação é oriunda do teorema que garante que a soma dos ângulos internos de um quadrilátero devem somar 360º) dos ângulos formados entre os espelhos se reduzem a 
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.  Em decorrência, 
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 para i = 1, 2, 3 e 4. Estudo análogo conduz para k espelhos à desigualdade  
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4. Em outras palavras, todo caleidoscópio com 4 espelhos deve formar uma superfície prismática de base retangular. 

Caleidoscópios Esféricos

Colocando-se um terceiro espelho horizontalmente sob dois espelhos planos verticais articulados, o número de imagens não será infinito, mas sim 4.n, onde 
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 é o ângulo entre os dois espelhos verticais. Para um ponto num espelho vertical a imagem coincide com os vértices de um prisma n-gonal. Para qualquer reflexão no plano do espelho, o objeto e a imagem são eqüidistantes do plano. Assim, todas as imagens de um ponto em caleidoscópios desse tipo encontram-se numa esfera, cujo centro é o ponto de interseção dos planos dos três espelhos. Ball & Coxeter (1987) mostram que espelhos assim articulados só serão considerados caleidoscópios se a soma dos ângulos formados entre os espelhos for maior que 
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. Dado que os três ângulos formados são 
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, temos a inequação: 
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 >1, cujas soluções são (2,2,n); (2,3,3); (2,3,4) e (2,3,5). Derivam-se dessas os caleidoscópios de ângulos (90o,90o,
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); (90o,60o,60o); (90o,60o,45o) e (90o,60o,36o). 
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Quando os espelhos são setores circulares, como mostra a figura, os ângulos são os lados de triângulos esféricos. Nos três casos bem determinados os ângulos dos espelhos são, respectivamente, de acordo com a solução da inequação anterior, (70o32´, 54o44´, 54o44´,), (35o16´, 54o44´ 45o) e (20o54´, 37o23´, 31o43 ´). 

Quanto a um maior número de espelhos é sabido que pela introdução de um quarto espelho, obtém-se tesselações sólidas, e tetraedros de três diferentes formas podem ser formados por quatro planos inclinados e ângulos submúltiplos de 
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Cinco espelhos podem ser arranjados da forma de prisma triangular, possibilitando assim a visualização de tesselações sólidas de prismas.

Seis espelhos podem ser colocados de modo retangular, na forma de três pares de paralelas, obtendo-se tesselações de caixas retangulares.
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Para obtermos poliedros regulares, posiciona-se o espelho na forma de uma pirâmide truncada invertida, calculando-se os ângulos subtendidos no centróide (vértice de cada triângulo da pirâmide truncada). Walter (1981) calculou esses ângulos. Veja esse cálculo para o ângulo do tetraedro: Seja o tetraedro regular ABCD, de arestas 2.s. BE é a altura do 
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 BDC. AF é a perpendicular de A á face BDC. O é o centróide do tetraedro (o ponto onde as altitudes se encontram). É necessário saber o ângulo DOC.
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 BE2+ EC2 = BC2  , então, BE2 = 4s2 - s2 = 3.s2 e BE = 
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 EF =  
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 Usando o fato de que o centróide O está a ¼ de FA, temos

FO = 
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 e DO2 = OF2 + DF2 =  
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  = 109o 28´. O ângulo do vértice do tetraedro deve ser este ângulo calculado acima.

Para visualizarmos o tetraedro, o cubo, o icosaedro, o octaedro e o dodecaedro, os ângulos dos vértices dos espelhos devem ser respectivamente, 109o 28´, 70o 32´, 63o 26´, 90o e 41o 49´.

Possibilidades e limites para o uso dos caleidoscópios no ensino de geometria 

O uso de caleidoscópios como material didático teve seu início por volta de 1950-1960 nas disciplinas de Ciências e Física. Em Jacobs (1974), Daffer & Clemens (1977), Ball & Coxeter (1987) encontramos vestígios da inclusão desse material em atividades educacionais de Matemática na década de 70 e 80. Em Daffer e Clemens (1977), Barbosa (1993), Murari (1999), Martins (2002), Almeida (2002) encontram-se sugestões de atividades com espelhos que podem ser desenvolvidas com alunos de vários níveis escolar e até com professores em cursos de capacitação. Os trabalhos propostos com desenvolvimento de atividades utilizando caleidoscópios mostram resultados satisfatórios, principalmente pela inovação que esse material representa perante ás aulas tradicionais e pela motivação inerente do visual obtido nos espelhos. 

Inúmeras representações, conceitos e propriedades geométricas podem ser visualizados por meio destes, tais como: linhas de simetria, polígonos, ornamentos, ângulos, fractais, etc. Além disso, valendo-nos dos caleidoscópios esféricos detalhados acima podemos visualizar tesselações da esfera por polígonos regulares e até mesmo poliedros, uma vez que a esfera possui infinitas linhas de simetria e os caleidoscópios esféricos dão padrões simétricos. No ângulo entre os espelhos são colocadas as figuras construídas com segmentos apropriados, chamados comumente de bases, os quais, refletidos nos espelhos irão tesselar a esfera.

Pela substituição de diferentes bases nos caleidoscópios pode-se obter determinadas distribuições constantes de polígonos regulares ao redor de um ponto, dessa forma, obtemos tesselações esféricas especiais, como por exemplo, tesselações da esfera com a mesma configuração que os poliedros de Platão e de Arquimedes, e também com bases apropriadas pode-se visualizar os próprios poliedros ditos anteriormente.    

Além de possibilitarem a visualização de objetos geométricos, durante o uso destes instrumentos pode-se praticar a interdisciplinaridade no que se refere às interseções com as disciplinas Educação Artística, devido á combinação de cores e formas que se pode obter; e Física, devido ás leis de reflexão entre outras não tão simples, além de permitirem ao aluno um contato com outras geometrias, por exemplo, a geometria esférica.

Há algumas indagações a respeito do uso do uso de material concreto no processo de ensino-aprendizagem nas escolas, dentre elas relacionado ao instrumento caleidoscópio, os quais são possibilitadores da visualização de formas representativas, especialmente a respeito de possíveis limitações colocadas pela visualização para a compreensão de conceitos geométricos pelos alunos.

Segundo Saraiva (1992), as imagens acompanham a criação matemática desde há muito tempo, e até mesmo Leonardo Da Vinci ao fazer ciência e arte usava a representação visual, em seus esboços investigativos na mecânica e na geometria, pois ainda segundo este autor a abordagem visual é um enorme potencial para gerar significado na aprendizagem matemática. 

Nós em nossas experiências com o uso destes instrumentos temos obtido resultados satisfatórios em relação ao uso destes instrumentos, porém vamos nessa oportunidade ouvir alguns argumentos contrários e favoráveis á nossa crença (e constatação) que os caleidoscópios são instrumentos que têm muito a contribuir para um ensino de geometria de maneira diferente e eficaz. È importante esclarecer que o que está em debate superficial nesse momento, não é em relação aos caleidoscópios, mas em relação á visualização em geometria, o que acaba remetendo aos caleidoscópios visto que eles permitem essa visualização. Será a visualização em geometria coloca limitações na formação dos conceitos geométricos dos objetos que estão sendo visualizados?

Encontramos em Saraiva (1992) que a ciência cognitiva diz que “a visão ao produzir modelos mentais leva a que o suporte visual apropriado tenha efeitos positivos na compreensão dos alunos e na resolução de problemas. As ilustrações, ao ajudarem os alunos a organizar a informação em modelos mentais com significados, contribuem para o sucesso da resolução de problemas”. Alem disso, Van Hiele defende que a visualização é o primeiro nível e um nível necessário na hierarquia do pensamento geométrico.

Hadamard (1945) alerta para a necessidade da constatação matemática das propriedades e dos conceitos em acréscimo a constatação visual desses mesmos. Enquanto Hershkowitz (1989) denuncia que em contrapartida ao ponto positivo da visualização, dos códigos visuais defendidos por Van Hiele, existe a possibilidade de que a visualização limita a habilidade individual na formação de todos os conceitos visuais.

É imprescindível perante essas advertências o cuidado com as atividades a serem propostas com o uso dos caleidoscópios para fins de constatação de imagens e familiarização com objetos, conceitos e propriedades, etc. Tomando os devidos cuidados com as atividades propostas bem como com a condução desse trabalho em sala de aula, ou seja, precavendo-se sobre a possível limitação que a visualização dá a habilidade de formação de conceitos e também com a comprovação matemática fundamentada do que foi visualizado, e esse é um trabalho para o professor em sala de aula. Recomendamos o uso (e o abuso) dos caleidoscópios em escolas, mas alertamos os professores no sentido de dialogarem mais com seus alunos para prevenção da limitação na formação dos conceitos e também para um direcionamento consciente e programado das atividades com o uso destes, por ser uma inovação. Por outro lado, temos constatado em atividades nossas que o uso destes instrumentos auxilia o processo de ensino-aprendizagem de geometria.

Conclusão

Este trabalho apresentou alguns caleidoscópios e algumas possibilidades de uso para estes, em seguida levantamos a questão á respeito da visualização de objetos geométricos poder ser um fator limitante para o processo de ensino-aprendizagem de geometria.. É possível através desses instrumentos provocar situações de aprendizagem que propiciam ao estudante e professor visão e noção de uma maneira diferente de se estudar alguns conceitos e temas de natureza geométrica, porém alertamos para a necessidade da mediação do professor no direcionamento das atividades propostas para que a relação em termos de ensino-aprendizagem por meio desses instrumentos seja profícua. 
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